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Завдання 

1. Опрацювати лекційний матеріал 

2. Виконати і записати у зошиті: 

 завдання 1 початковий рівень, як аудиторна робота, завдання 2, як 

домашня робота, 

 завдання 3 середній рівень, як аудиторна робота, завдання 4, як 

домашня робота, 

 завдання 5 достатній рівень, як аудиторна робота, завдання 6, як 

домашня робота/ 

3. Виконати практичну роботу (завдання за вибором, але не менше семи 

завдань) і вислати в групі до 1.04.20 ро 
 

 

Лекція 

1 Означення похідної 

Нехай у = f(х), 𝑥𝜖(𝑎,b) і 𝑥0𝜖(𝑎,b). Візьмемо довільне 𝑥𝜖(𝑎,b) і складемо 

різницю 𝑥 − 𝑥0. Це приріст незалежної змінної, який позначають ∆𝑥. 
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Приріст функції f(х) у точці x0 позначають ∆𝑦. Він дорівнює 

у)х(f)хх(f 00   .  

Оскільки точка х0 фіксована, то приріст функції ∆𝑦 є функцією приросту 

аргументу ∆𝑥. Складемо відношення 

х/ух/))х(f)хх(f( 00   , 

яке також буде функцією приросту аргументу ∆𝑥. 

Розглянемо границю виразу при х , яке прямує до нуля довільно. Якщо 

ця границя існує, то кажуть, що функція f(x) має похідну у точці х0, і записують 

)х(fх/уlimх/))х(f)хх(f(lim 0
0х

00
0х







.   (1) 

Число )х(f 0  є значення похідної функції f(x) у точці х0. Похідну функції 

у = f(x) у точці х0, також позначають 
0хх

(x) fу 


  або dx/)х(df 0 . 

Якщо існує границя (1), то також кажуть, що функція f(х) 

диференційовна у точці х0. Коли функція f(х) диференційовна у кожній точці 

проміжку (а;b), то кажуть, що вона диференційовна у проміжку (а;b). Похідна 

функції f(х) диференційованої у проміжку (а;b), сама є функцією х. 

Приклад. Дано функцію у = х2; знайти її похідну у : 

а) в довільній точці х; б) коли х = 3. 

Розв'язання. а) Для будь-якого х маємо у = х2. Якщо аргумент дорівнює 

хх  , маємо 2)хх(уу    . Звідси 

222 )х(хх2х)хх(у   . 

Складемо відношення хх2х/))х(хх2(х/у 2   . Обчислимо 

границю: х2)хх2(lim
0х







. Тобто х2у   

б) 632у 
3х




, або 632)3(fу  .  

 

2. Швидкість руху 

 

Нехай матеріальна точка рухається під дією деяких сил. Візьмемо який-

небудь момент часу t і розглянемо проміжок часу t  від моменту t0·, до 



моменту ttt 0  . За цей проміжок часу точка пройде деякий шлях, який 

позначимо через )t(S 0 . Цей шлях - функція t . За відомим з фізики 

означенням, відношення )t(S 0 / t  є середня швидкість руху точки за час t . 

Розглядатимемо дедалі менші проміжки t , щоб t  прямувало до нуля. 

Границя 

)t(V)t(St/)t(Slim 000
0t







. 

є миттєвою швидкістю точки у момент часу t0. 

 

3. Геометричний зміст похідної 

 

Нехай дано деяку лінію L і на ній точку М (рис. 1). Візьмемо на лінії L 

деяку точку N, яка не збігається з точкою М. Пряма МN є січною для лінії L. 

Нехай тепер точка N наближається до точки М, залишаючись на лінії L. Тоді 

кожному положенню точки N відповідатиме своя січна і усі ці січні 

проходитимуть через точку М. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1 

 

Дотичною до лінії L у точці М звуть граничне положення МK січної MN, 

якщо точка N прямує до точки М. Нехай у = f(х) - деяка функція, графіком якої 

є лінія L, диференційовна у точці х0. У декартовій прямокутній системі 

координат точка М, яка лежить на графіку функції у =f(x) і має абсцису х0, має 

координати (x0; f(x0)). Нехай точка N належить графіку функції (рис. 1) і має 

координати ))хх(f);хх( 00    Проведемо через точку М пряму, паралельну Ох, і 

у 

0 х 

f(x0+Δx) 

f(x0) 

N L 

K 

P 
M 

x0+Δx x0 
α0 α 



позначимо точку перетину цієї прямої і прямої хх0   черев Р. Розглянемо 

прямокутний трикутник ΜΝΡ. Відношення 

 tgх/))х(f)хх(f( 00       (2) 

дорівнює тангенсу кута нахилу січної MN до додатного напряму вісі Ох. 

Якщо приріст 0х , то геометрично це означає, що точка )уу ,хх(N 00    

рухатиметься по лінії L, наближаючись до точки М, а кут   прямуватиме до 

кута 0  - кута нахилу дотичної до додатного напряму осі Ох. 

Оскільки границя лівої частини рівності при 0х  дорівнює )х(f 0 , а 

границя правої частини дорівнює 0tg : 

0
0х

tgtglim 





 

тому 

)х(f 0 = 0tg ,       (3) 

тобто значення функції )х(f  , у точці х0, дорівнює тангенсу кута нахилу 

дотичної. 

 

Використавши формулу (3), рівняння дотичної до графіка функції у = 

f(х), яка проходить через точку Μ з координатами (х0; у0), можна записати у 

вигляді 

)хх()х(fуу 000  .  

Приклад. Знайти тангенс кута нахилу дотичної до графіку функції 2ху   

у точці M(1/2, 1/4). 

Розв'язання. Візьмемо похідну від функції y=x2.  

𝑦′=2x, 𝑡𝑔𝛼 = 𝑦′(𝑥0) = 2 ∗
1 

2
= 1.Отже,  = 45°. 

 

4. Загальні правила знаходження похідної 

 

Нехай маємо деякі функції )х(uu  , )х(vv  , які диференційовані у 

проміжку (а,b). Тоді: 

1) Якщо сuу  , то uс)сu(у       (4) 



де с – const, тобто сталий множник можна виносити з-під знаку -

похідної; 

2) Якщо vuу  , то uvvu)vu(у      (5) 

тобто похідна суми або рівниці функцій дорівнює сумі або різниці їхніх 

похідних; 

3) Якщо vuу  , то uvvu)vu(у  ,     (6) 

тобто похідна добутку двох функцій дорівнює добутку похідної першої 

функції на другу функцію плюс добуток похідної другої функції на першу 

функцію; 

4) Якщо v/uу  , то 2v/)uvvu()v/u(у  ,    (7) 

тобто похідна частки двох функцій дорівнює дробу, у якому знаменник 

є квадрат знаменника, а чисельник є різниця між добутком похідної 

чисельника на знаменник і добутком похідної знаменника на чисельник дробу. 

5) Якщо функція у = f(x) має похідну у деякій точці )b;а(х , а функція z 

= F(y) має похідну у відповідній точці у = f(x), то й складна функція z = F(f(x)) 

май похідну у точці х, причому 

)х(f))х(f(F))х(f(F(z x
'
у  ,     (8) 

де індекси у і x біля похідних кажуть, за яким аргументом обчислюють похідні. 

   

5. Основні формули диференціювання 

 

Похідні елементарних функцій подамо всі разом, а потім вибірково 

доведемо деякі з них. 

1)Якщо у = const, то у' = 0. 

2)Степенева функція; у = х, 1ху   . 

3)Тригонометричні функції: 

у = sinx, y' = cosx; у = cosx, y' = –sinx; 

у = tgx, y' = 1/cos2x; у = ctgx, y' = –1/sin2x. 

4)Обернені тригонометричні функції: 



xarcsinу  , 2х1/1у  ; xarccosу  , 2х1/1у  ;  

arctgxу  , )х1/(1у 2 ; arcсtgxу  , )х1/(1у 2 . 

5) Показникова функція: хау  , alnау х ; 

якщо у = ex, хеу  . 

6)Логарифмічна функція: хlogу а , )alnх/(1у  ; 

якщо хlnу  , х/1у  .  

 

6. Похідні вищого порядку 

 

Нехай функція f(х) диференційована у проміжку (а;b). Похідна цієї 

функції f'(x) є функцією аргументу x. Візьмемо деяку точку )b;а(х0   і дамо 

приріст аргументу 0ххх  , і приріст функції f(x) у точці х0: 

)х(f)хх(f)х(f 000   . 

Розглянемо границю 

)х(fх/)х(flim 00
0х







. 

Якщо ця границя існує, то кажуть, що функція f(х) має похідну другого 

порядку (або другу похідну) у точці х0  і ЇЇ позначають: 

)х(fу 0  , або 2
0

2 dx/)х(fd , або 
0хх

)х(f


 . 

Аналогічно визначають похідні третього, четвертого і наступних 

порядків. 

Приклад. Знайти у  , якщо у = sin3х.  

Розв'язання. Послідовно знайдемо у', у", у  : 

xcosxsin3у 2 ;  )xcosxsin3(у 2  

хsin9xsin6)хsinxcos2(xsin3 322  . 

)хsin92(xcos3xcosхsin27xcos6)xsin9xsin6(у 223  . 

 

7. Диференціал. Визначення диференціала  

 



Нехай у = f(х) - деяка функція, визначена на проміжку (а;b) і неперервна 

у деякій тичці x0 цього проміжку, і нехай приросту аргументу х  відповідає 

приріст функції 

)х(f)хх(f)х(fу 000   ,який є функцією аргументу х . 

Якщо для приросту функції у  існує таке число 0А , що приріст функції 

можна записати у вигляді: 

ххАу   ,де додаток )х(  задовольняє рівності  

0х/)х(lim
0х







, то кажуть, що функція f(x) диференційовна у точці х0. 

Вираз хА   є диференціалом функції у = f(x) у точці х0, його позначають 

dy або )х(df 0 .  

Отже, диференціал - це лінійна частина приросту функції. 

Зв'язок між диференційовністю функції та існуванням її похідної 

встановлюють за теоремою. 

Теорема. Щоб функція у = f(х) у точці х0 була диференційовна, необхідно 

і достатньо, щоб вона мала у цій точці скінченну похідну )х(f 0 . Якщо 

виконується ця умова, то f'(х0) = А і х)х(fdу 0  . 

Тут х  не обов'язково нескінченно мала; але якщо х  - нескінченно мала, 

то й dy - нескінченно мала і саме у цих випадках dy (за умови, що 0)х(f 0  ) є 

головною частиною нескінченно малого приросту функції у . 

Диференціалом незалежної змінної х у точці х0 звуть її приріст х , тобто 

хdx  . 

З урахуванням цієї рівності, маємо: 

dx)х(fdу  .       (9) 

Отже: 

dx/dy)х(f  ,       (10) 

тобто похідна дорівнює відношенню диференціалів функції та 

аргументу. 

 

Геометрична інтерпретація диференціала 



 

Нехай у = f(х) - деяка функція, Μ - точка, яка належить графіку функції і 

має координати (х0 ; f(х0)). Проведемо через точку Μ (рис. 2) дотичну до 

графіка функції. Кутовий коефіцієнт нахилу дотичної (тангенс кута нахилу) 

дорівнює значенню похідної )х(f 0 . Якщо аргументу функції надати приріст 

х , то приріст функції у  дорівнюватиме )х(f)хх(fу 00   . 

На рис. 2 приріст функції у  - довжина відрізка М1Р. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2 

При тому самому прирості аргументу х  приріст дотичної 

дорівнюватиме довжині відрізка ΝΡ. Обчисливши |ΝΡ| як катет прямокутного 

трикутника МNР, знаходимо 

х)(хftg|МP||NP| 0   . 

За означенням диференціала dyх)(хf 0   , отже, довжина відрізка |NP| і є 

диференціалом функції: 

|NP| = dy. 

Таким чином, якщо у  - приріст ординати графіка функції, то dy є 

приростом ординати дотичної. 

Диференціал у наближених обчисленнях  

Формула приросту функції записується у вигляді: 

)f(хх)(хfх)f(х 000    .     (11) 

Приклад. Обчислити sin460. Покладемо 4/х0  , що відповідає 450; 

180/х   , що відповідає 10; 180/4/хх   . Підставивши ці величини у (3.14), 

будемо мати: 

у 

0 х 

f(x0+Δx) 

f(x0) 

N 

P M 

x0+Δx x0 

M1 

dу 

y=f(x) 



)4/cos()180/sin()4/sin()180/4/sin(46sin 0    або 

7191,00175,07071,07071,0180/2/22/246sin 0   . 

 

Завдання для опрацювання 

Початковий рівень 

Завдання 1 

1)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥2 − 6𝑥 + 5. 

А) 𝑓′(𝑥) =
1

6
𝑥3 − 1;  Б)𝑓′(𝑥) =

1

3
𝑥3 − 6; 

В) 𝑓′(𝑥) = 𝑥 − 1;  Г) 𝑓′(𝑥) = 𝑥 − 6. 

2)Знайдіть значення похідної функції 𝑓(𝑥) = 𝑒4𝑥 + 𝑒−𝑥2
 у точці 𝑥0 = 0 . 

3)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑥−1
. 

Завдання 2 

1)Знайдіть похідну функції 𝑦 = 𝑒3𝑥. 

А)𝑦′ = 𝑒3𝑥; Б)𝑦′ = 3𝑒3𝑥;    В)𝑦′ = 3𝑥𝑒3𝑥−1;  Г)𝑦′ =
1

3
𝑒3𝑥. 

2)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) = √6𝑥 + 1. 

А)𝑓′(𝑥) =
1

2√6𝑥+1
; Б)𝑓′(𝑥) =

3

√6𝑥+1
;   В)𝑓′(𝑥) =

1

√6𝑥+1
;   Г) 𝑓′(𝑥) =

6

√6𝑥+1
. 

3)Обчисліть значення похідної функції   𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 в точці 𝑥0 = 2,5. 

А) 8,75;  Б) 7,5;  В) 5;  Г)6. 

 

 

 

Середній рівень 

Завдання 3 

1)Знайдіть похідну функції  
4

ln
x

=xf . 



А)  
x

=xf
4

' ; Б)  
4

'
x

=xf ; B)  
x

=xf
1

' ;  Г)  
4x

1
' =xf . 

2)Знайдіть значення похідної функції 𝑓(𝑥) =
4𝑥−3

𝑥−2
 у точці 𝑥0 = 3. 

3)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) = 𝑥2𝑒𝑥. 

А)𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑥;  Б)𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥 + 𝑥3𝑒𝑥−1; 

В)𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥;    Г)𝑓′(𝑥) = 2𝑥2𝑒𝑥−1. 

4)Чому дорівнює значення похідної функції  𝑓(𝑥) = ln(5𝑥 + 4)  у точці 

𝑥0 = 2? 

Завдання 4 

1)Знайдіть похідну функції   3cos4 e=xf  . 

А) 𝑓′(𝑥) = − sin 4 − 𝑒3;  Б) 𝑓′(𝑥) = −3𝑒3;  

В) 𝑓′(𝑥) = 1;    Г) 𝑓′(𝑥) = 0. 

2)Обчисліть значення похідної в функції 𝑓(𝑥) = 3 − 𝑒𝑥 у точці 𝑥0 = ln 3. 

А) 0;  Б)−3;  В) −6;  Г) 3 − 𝑒. 

3)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 3)√𝑥. 

4) Чому дорівнює кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції 𝑦 = 𝑥2 −

3𝑥 у точці з абсцисою 𝑥0 = −1? 

А) ;  Б) −2;  В) −1; Г) −5. 

 

Достатній рівень 

Завдання 5 

1)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) = 4 log6 𝑥. 

А)𝑓′(𝑥) =
4

𝑥 ln 6 
;  Б)𝑓′(𝑥) =

1

𝑥 ln 6 
;  В) 𝑓′(𝑥) =

4

𝑥 
; 

 Г) 𝑓′(𝑥) =
1

𝑥 
. 

2)Знайдіть похідну функції 𝑓(𝑥) =
𝑥2−2

𝑥2−7
. 

3)Обчисліть значення похідної функції 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥2−4𝑥+1 в точці x0=1. 



4)На рисунку зображено графік функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) та дотичну до нього в точці 

з абсцисою x0 . Знайдіть 𝑓′(𝑥0) . 

A) 
√3

3
 ;  Б) √3 ;  В) 1;  Г) 

1

2
 .  

 

Завдання 6 

1)Знайдіть похідну функції  𝑓(𝑥) = 2√𝑥 + 𝑥3. 

А) 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
+ 3𝑥2; Б)𝑓′(𝑥) =

1

√𝑥
+ 3𝑥2;  

В)𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
+

𝑥4

4
;  Г) 𝑓′(𝑥) =

1

√𝑥
+

𝑥4

4
. 

2)Знайдіть похідну функції   𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑥+2
. 

3)Знайдіть диференціал функції 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑔5𝑥 . 

A) 
1

𝑐𝑜𝑠25𝑥
𝑑𝑥 ;  B) 𝑐𝑡𝑔 5𝑥 𝑑𝑥; 

Б)  
5

𝑐𝑜𝑠25𝑥
 𝑑𝑥;  Г)  5 𝑐𝑡𝑔 5𝑥𝑑𝑥 . 

 


