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Монотонність функції. Локальний екстремум функції. Знаходження найбільшого 

і найменшого значення функції. Дослідження функції. 

Завдання: 

1.Опрацювати §3 п. 22-25 с. 120-134 (Мерзляк А.Г. Математика: алгебра і 

початки аналізу та геометрія, рівень стандарту, 10 клас – Х.: Гімназія, 2018р. – 

256 с.   https://pidruchnyk.com.ua/1153-matematyka-10-klas-merzlyak.html )  та §1 п. 

11 с. 40-41 (Мерзляк А.Г. Математика: алгебра і початки аналізу та геометрія, 

рівень стандарту, 11 клас – Х.: Гімназія, 2019 р. – 208 с. 

https://pidruchnyk.com.ua/1252-matematika-11-klas-merzlyak.html) або додаток, 

який надається нижче. 

2. Виконати завдання 

Виконати завдання: 

1. Знайдіть похідну функції: 

а) у = x
5
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2
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в) у = ln(x
2
 + 2х).            г) у = xe          д)   

 

√  
          

2. Знайдіть похідну функції у = sin 3х - cos 3х та обчислити її значення, якщо  

x=
4

3
.      

3.  Знайдіть стаціонарні точки функції у = х
4
 – 4х

3
 + 4х

2
 – 3.     

4. Знайдіть проміжки зростання і спадання та екстремуми функції у = х
3
 – 6х

2
.                

5. Знайти найбільше і найменше значення функції у = f(x) на вказаному проміжку. 

а) у(х) = 3х
2
 - х

3
; [-1; 3];    б) f(x) = 

122

3  xx
; [-2; 0]. 

 

Додаток 

Знаходження проміжків зростання та спадання функції можна виконувати за 

таким планом: 

1. Знайти область визначення заданої функції у = f(x). 

2. Знайти похідну f'(x). 

3. Розв'язати нерівності: 

а) f'(x) > 0, указати проміжки зростання функції у = f(x); 

б) f'(x) < 0, указати проміжки спадання функції у = f(x)·  

 

Приклад. Знайдіть проміжки монотонності функції у = х
3
 - 3х

2
. 

Розв'язання 

1. Область визначення функції: D(y) = R. 

2. Знаходимо похідну у' = 3х
2
 - 6х. 

3. Розв'язуємо нерівності: а) у' > 0; б) у' < 0.                      

                                                                                                     Мал.1 
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Розв'язуємо ці нерівності методом інтервалів, для цього знаходимо нулі по-

хідної: 3х
2
 - 6х = 0, 3х(х - 2) = 0, х = 0 або х = 2. Наносимо на координатну пряму 

(мал. 1) нулі похідної і визначаємо знаки похідної на кожному проміжку: 

y'(-1) = 3 · (-1)
2
 - 6 · (-1) = 3 + 6 = 9 > 0; 

y'(1) = 3 · І
2
 – 6 - 1 = -3 < 0; 

у'(3) = 3 · 3
2
 – 6 · 3 = 27 - 18 = 9 > 0.  

а) у' > 0 в кожному із проміжків (- ; 0); (2; + ), отже, функція на цих  

проміжках зростає.  

б) у' < 0 на проміжку (0; 2), отже, функція на цьому проміжку спадає.  

Відповідь: функція зростає на кожному із проміжків (- ;0);(2;+ ); спадає на 

проміжку (0; 2). 

 

 

Достатні умови того, що стаціонарна точка є точкою екстремуму, тобто умови, 

при виконанні яких стаціонарна точка є точкою максимуму або мінімуму функції. 

Якщо похідна ліворуч стаціонарної точки додатна, а праворуч — від'ємна, тобто 

при переході через цю точку похідна змінює знак з «+» на «–», то ця стаціонарна точка 

є точкою максимуму (мал. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        Мал.2 

Дійсно, в цьому випадку ліворуч стаціонарної точки функція зростає, а праворуч 

— спадає, отже, дана точка є точка максимуму. 

Якщо похідна ліворуч стаціонарної точки від'ємна, а 

праворуч — додатна, тобто при переході через стаціонар- ну 

точку похідна змінює знак з «–» на «+», то ця стаціонарна 

точка є точка мінімуму (мал. 3). 

Якщо при переході через стаціонарну точку похідна не 

змінює знак, тобто ліворуч і праворуч від стаціонарної 

точки похідна додатна або від'ємна, то ця точка не є 

точкою екстремуму.                                                                      Мал.3 

 

Приклад.Знайдіть точки екстремуму функції f(x) = х
3 
– 3х. 

Розв'язання 

Область визначення даної функції — R.  

Знайдемо f`(x): f`(x) = (x
3
 - 3x)' =3х

2
- 3.  

Похідна існує для всіх x є R.  

Знайдемо стаціонарні точки: f(x) = 0, 3х
2
 - 3 = 0, х

2
 — 1 = 0, x = ±1. 



Наносимо область визначення та стаціонарні точки на координатну пряму (мал. 4) 

і визначимо знак похідної на кожному проміжку: 

f`(-2) = 3 · (-2)
2
 - 3 = 9 > 0; 

f`(0) = 3 · (0)
2
 - 3 = -3 < 0; 

f`(2) = 3 · (2)
2
 - 3 = 9 > 0. 

                                                                                                           Мал.4 

Точка χ = -1 є точкою максимуму, бо похідна при переході через цю точку змінює 

знак з «+» на «-»: хmax = -1. 

Точка х = 1 — є точкою мінімуму, бо похідна при переході через цю точку змінює 

знак з «-» на «+»: хmin = 1.  

Відповідь: хmax= -1, хmin= 1. 

 

Знаходження найбільшого і найменшого значень функції. 

Розглянемо малюнки 5 і 6, на яких зображено графіки функції у = f(x) і у = g(x), 

заданих на відрізку [а; b]. Функція у = f(x) зростає, а функція у = g(x) спадає. На 

відрізку [а; b] найменше значення функції у = f(х) дорівнює f(a), а найменше значення 

функції у = g(x) дорівнює g(b). Відповідно найбільші значення цих функцій на даному 

відрізку дорівнюють f(b) та g(a). Отже, якщо функція неперервна і зростає (спадає) на 

деякому відрізку, то найбільше і найменше значення функція набуває на кінцях цього 

відрізка.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Мал.5                                   Мал.6 

 

Розглянемо малюнок 7, на якому зображено графіки трьох функцій. Аналіз цих 

графіків свідчить, що найбільше і найменше значення функцій неперервних і 

диференційованих на проміжку [а; b] досягаються цими функціями або на кінцях 

відрізка, або в стаціонарних точках. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     Мал.3 

 

 

 

 

                                              Мал..7 



 

 

Отже, неперервна і диференційована функція на заданому відрізку приймає 

найбільше і найменше значення в стаціонарних точках або на кінцях відрізка. 

Таким чином, якщо функція у = f(x) неперервна на відрізку [а; b] і має похідну в 

кожній внутрішній точці цього відрізку, то для знаходження найбільшого і 

найменшого значень функції на відрізку [а; b] треба: 

1) знайти значення функції на кінцях проміжку, тобто числа f(a) і f(b); 

2) знайти значення функції в тих стаціонарних точках, які належать інтервалу 

(а; b); 

3) із знайдених значень вибрати найбільше і найменше. 

Правила знаходження найбільшого і найменшого значення функції часто 

використовують при розв'язуванні прикладних задач.  

Приклад. Знайдіть найменше значення функції у = х+
х

36
, де х є (0; 10). 

Розв'язання 

Знайдемо похідну у’ =1 – 
х

36
 = 22

)6)(6(36

x

xx

x

x 



. Стаціонарні точки x1= 6, х2 

= -6. На інтервалі (0; 10) є тільки одна стаціонарна точка x = 6. При переході через цю 

точку похідна змінює знак з «–» на «+» 









49

13
)7(',35)1(' yy , і тому x = 6 — точка 

мінімуму. Отже, f найм. = f(6) =12. 

 

Відповідь: f найм. = f(6) =12. 

Приклад. Число 20 запишіть у вигляді суми двох невід'ємних доданків так, щоб 

добуток їхніх квадратів був найбільшим. 

Розв'язання 

Нехай перший доданок дорівнює х, тоді другий доданок дорівнює 20 – х, причому 

х є [0; 20]. 

Добуток квадратів цих доданків дорівнює (20 – х)
2
 · х

2
. Отже, задача зводиться до 

знаходження такого х, при якому функція f(x) = (20 - х)
2
 · х

2
 набуває найбільшого 

значення на відрізку [0; 20]. 

Знайдемо похідну f'(x) = 2(20 - х) · (20 - х)' х
2
 + (20 - х)

2
 · 2х = -2x

2
(20 - х) +   + (20 - 

х)
2
 · 2х = 2х(20 - х)(20 – 2х). 

Стаціонарними точками функції є точки 0; 20; 10. Тоді  

f(0) = (20 – 0)
2
 · 0

2
 = 0;     f(l0) = (20 - 10)

2
 · 10

2
 == 10 000;   

f(20) = (20 - 20)
2 
· 20

2
 = 0. 

Отже, fнайб. = f(10) = 10 000. Таким чином, число 20 слід подати у вигляді  20 = 10 

+ 10.  

Відповідь: 20 = 10 + 10. 

 

Дослідження функції і побудова її графіка 

Однією із основних задач математики є дослідження функції. Використання 

похідної значно полегшує задачу дослідження функції, а разом з тим і побудову її 

графіка. 

Дослідження функції і побудову її графіка будемо виконувати за таким планом: 

1. Знаходимо область визначення функції. 



2. Знаходимо точки перетину графіка з координатними осями. 

3. З'ясовуємо парність (непарність), періодичність функції. 

4. Знаходимо похідну та стаціонарні точки. 

5. Знаходимо проміжки зростання, спадання, точки екстремуму та екстремальні 

значення функції. 

6. З'ясовуємо поведінку функції на кінцях області визначення. 

7. На підставі проведеного дослідження будуємо графік функції. 

Не завжди треба чітко виконувати вказаний план. Наприклад, не завжди ми 

зможемо знайти точки перетину графіка з віссю ОХ (тобто нулі функції), навіть, якщо 

вони і існують. Інколи додатково знаходять координати деяких точок. 

 

Приклад. Дослідіть функцію f(x) = х
3
 - 3х

2
 і побудуйте її графік. 

Розв'язання 

1. D(f)= R. 

2. Знайдемо абсциси точок перетину графіка з віссю ОХ: 

x
3
 - 3х

2
 = 0; х

2
(х - 3) = 0; х = 0 або х = 3. 

Знайдемо ординату точки перетину графіка з віссю ΟΥ: 

у = 0
3
 - 3 · 0

2
 = 0. 

3. Оскільки f(-x) = (-x)
3
 - 3(-х)

2
 = -x

3
 - 3х

2
, то функція не є парною, не є 

непарною. Функція неперіодична. 

4. Знайдемо похідну f'(x) = 3х
2
 – 6х = 3х(х - 2). D(f’) = R. Знайдемо стаціонарні 

точки: 

f'(x) = 0; 3х(x - 2) = 0;  х = 0 або х = 2. 

5. Складемо таблицю: 

 
 

 Стаціонарні точки розбивають координатну пряму на три проміжки (мал. 8):  

(- ; 0), (0; 2), (2; + ). На мал.8 вказано знаки похідної. (Символ  в таблиці 

означає, що функція зростає, а символ  означає, що функція спадає.)  

 
         Мал.8 

6. Використовуючи результати дослідження, будуємо графік функції у = х
3
 - Зх

2
  

 


