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Завдання 

1. Опрацювати лекційний матеріал 

2. Відповісти на питання для самоперевірки 

3. Виконати вправи тренувального характеру у зошиті за вибором  

4. Виконати практичну роботу (завдання за вибором, але не менше семи 

завдань) і вислати в групі до 1.04.20 року 
 

Лекція №2 Канонічне рівняння гіперболи 

1. Означення гіперболи 
 

Гіперболою називається множина всіх точок площини, модуль різниці 

відстаней від кожної з яких до двох даних точок тієї ж площини, які називаються 

фокусами гіперболи, є величиною сталою і меншою, ніж відстань між фокусами. 

Складемо рівняння гіперболи з фокусами в даних точках 1F  і 2F . Позначивши 

cFF 221  , отримаємо  0;1 cF  та  0;2 cF  . Нехай  yxM ;  – довільна точка гіперболи. 

Відстані MFr 11   та MFr 22   називаються фокальними радіусами точки М. За 

означенням гіперболи arr 221  , де 2а – величина стала, і ca 22  , тобто ca  . 

Підставивши   22

1 ycxr   і   22

2 ycxr   в рівність , отримаємо рівняння 

гіперболи 

    aycxycx 2
2222


 

Рівняння можна звести до більш простого вигляду 
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яке називається канонічним рівнянням гіперболи. 

 

Приклад.1. Скласти рівняння гіперболи, якщо її фокуси знаходяться в 

точках  0;5
1

F  і  0;5
2
F , причому дана гіпербола проходить через точку 

 34;6M . 

 За умови видно, що фокальна відстань 10
21
FF , значить, 5c . Згідно з 

формулою 222
bac  , підставивши значення с, маємо 25

22
 ba . Так як точка 

М належить гіперболі, то її координати задовольняють рівняння цієї 

гіперболи, тобто 
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, або 2222
4836 baab  . Розв’язавши систему з двох 

отриманих рівнянь, маємо 16,9
22
 ba , отже, гіпербола, що проходить через 

точку  34;6M  і має фокуси в точках  0;5
1

F  і  0;5
2
F , записується рівнянням 

1
169

22
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2. Дослідження форми гіперболи 

Гіпербола має форму, 

зображену на рис. 1. Точки 

   0;,0; 21 aAaA   перетину 

гіперболи з віссю абсцис 

називаються вершинами 

гіперболи. Відрізок  21AA , де 

aAA 221  , який з’єднує вершини, 

називається дійсною віссю 

гіперболи, відповідно відрізок 

 21BB , де bBB 221  , називається 

уявною віссю гіперболи, а bOBOB  21  – уявною напіввіссю гіперболи. Осі 21AA  

і 21BB  є осями симетрії гіперболи, а точка О – центром гіперболи. 

Прямокутник із сторонами 2а і 2b називається основним прямокутником 

гіперболи. 

 

Приклад.2. Скласти канонічне рівняння гіперболи, вершини якої 

знаходяться в точках  0;5
1

A  і  0;5
2
A , а фокусна відстань дорівнює 14. 

 Маємо: 5b , 714214
21

 ccFF , 222
acb  , знаходимо 2457

222
b . 

Отже, 1
2425

22


yx

.  
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3. Асимптоти гіперболи 

Прямі  x
a

b
y   є асимптотами  гіперболи. 

Так як прямі і гіпербола симетричні відносно координатних осей, то 

достатньо розглянути їхнє взаємне розташування лише в першій координатній 

чверті, тобто ту ситуацію, коли, віддаляючись у нескінченість, змінна точка 

гіперболи  yxM ;  необмежено наближається до прямої (рис. 1). чверті: x
a

b
y  . 

Зауваження. Асимптоти є продовженням діагоналей основного 

прямокутника гіперболи. При цьому гілки гіперболи розташовані всередині 

вертикальних кутів, які утворюють асимптоти, і наближаються як завгодно 

близько до асимптот . 

 

Приклад 3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, яка проходить через 

точку  1;2M  і має асимптоти xy
4

3
 . 

 З рівнянь асимптот маємо 
4

3


a

b
, тобто ab

4

3
 . 

Замінивши в рівнянні гіперболи змінні х і у 

координатами точки М та значення параметра b, 

щойно знайдене, одержимо 1

4

3

12
2

2

2

2













a
a

, звідки 
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a . Так як ab
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 ab . Отже, шукане рівняння буде мати 

вигляд 1

4
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9
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Рівняння 
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також визначає гіперболу, яка називається спряженою до гіперболи (1). 

Гіпербола (2) показана на рис. 3 штриховою лінією. Вершини спряженої 

гіперболи лежать в точках    bBbB ;0,;0 21 , а її асимптоти збігаються з 

асимптотами гіперболи (1). 

Рівносторонньою називається гіпербола, у якої довжини напівосей рівні, 

тобто ba  . Рівностороння гіпербола залежить лише від одного параметра а, 

тому її канонічне рівняння має вигляд: 
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 або 222

ayx  .     (3) 
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Асимптотами рівносторонньої гіперболи є бісектриси координатних 

кутів з рівняннями xy   (рис. 4). 

 

Приклад 4. Скласти канонічне рівняння рівносторонньої гіперболи, яка 

проходить через точку  3;7 M . 

 Замінивши в рівнянні (3) змінні х і у координатами точки М, отримаємо 

  222
37 a , тобто 40

2
a . Отже, шукане рівняння має вигляд 40

22
 yx .  

 

4. Ексцентриситет гіперболи 

Ексцентриситетом еліпса (гіперболи) називається відношення відстані 

між фокусами до довжини великої (дійсної) осі, яке позначається , тобто 

a

c

a

c


2

2
 .      (4) 

Отже, ексцентриситет еліпса та гіперболи характеризує їхню форму. 

Чим більший ексцентриситет (у гіперболи ексцентриситет може зростати до 

нескінченості, а у еліпса лише до одиниці), тим більше відношення 
a

b
, тим 

більше еліпс витягується вздовж великої осі, і тим більше основний 

прямокутник гіперболи розтягується в напрямі осі Оу, тобто тим більше 

гіпербола відхиляється від осі Ох (рис. 4). Чим менший ексцентриситет (у 

гіперболи ближчий до одиниці, а у еліпса – до нуля), тим більше форма еліпса 

нагадує коло (бо якщо 0 , тобто ba  , то рівняння еліпса матиме вигляд 
222

ayx  , а сам еліпс стане колом), і тим більше основний прямокутник 

гіперболи розтягується в напрямі осі Ох, а гіпербола наближається до цієї осі. 

Рис. 3 
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Директрисами еліпса і гіперболи називаються прямі 


a
xd :1  і 



a
xd :2 , де 

а – велика напіввісь еліпса або дійсна напіввісь гіперболи. Еліпс знаходиться 

між директрисами, а гіпербола – зовні смуги, що утворюють директриси .  

Ексцентриситет та директрису пов’язує така властивість, що має місце і 

для еліпса і для гіперболи: відношення фокальних радіусів довільної точки 

еліпса чи гіперболи до відстаней від відповідних директрис є величина стала 

і дорівнює їхньому ексцентриситету, тобто 


2

2

1

1

d

r

d

r
. 

 

Приклад 5. Скласти канонічне рівняння еліпса, фокуси якого розміщені на 

осі Ох симетрично початку координат, якщо відстань між фокусами 

дорівнює 14, а ексцентриситет 
9

7
. 

 Оскільки 2с=14, то с=7. З формул  одержимо, що а=9, 32
2
b . Отже, шукане 

рівняння має вигляд 1
3281

22


yx

.  

 

Лекція №3 Канонічне рівняння параболи 

1. Означення параболи 

 

Параболою називається множина всіх точок площини, кожна з яких 

рівновіддалена від даної точки, що називається фокусом параболи, та від 

даної прямої, що не проходить через фокус параболи і називається 

директрисою параболи. 

Складемо рівняння параболи в даній точці F, директрисою якою є пряма 

d, що не проходить через точку F. Для цього вісь Ох проведемо через фокус 

F перпендикулярно до директриси d в напрямі від d до F, а початок координат 

розташуємо посередині між фокусом та директрисою. 

Рис.5 
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Відстань від фокуса F до директриси d 

називається параметром параболи і 

позначається через р, причому р>0. 

З рис. 1 видно, що FKp  , значить, фокус має 

координати 







0;

2

p
F , а рівняння директриси 

має вигляд 
2

p
x   або 0

2


p
x . 

Нехай  yxM ;  – довільна точка параболи. 

З’єднаємо точку М з F і проведемо dMN  . Безпосередньо з рисунка видно, 

що 
2

p
xMN  , а за формулою відстані між двома точками 2

2

2
y

p
xMF 








 . 

Згідно означення параболи  

MNMF  ,  

отже, 
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 . 

Рівняння  є шуканим рівнянням параболи. Для його спрощення піднесемо 

обидві частини рівняння до квадрату 
44

2
22

2
2 p

pxxy
p

pxx   і зведемо 

подібні доданки, одержимо  

pxy 2
2
    1) 

Рівняння (1) називають канонічним рівнянням параболи. 

 

Приклад 1. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку координат, 

якщо її директрисою є пряма 4x . 

 Відстань від директриси до початку координат дорівнює 
2

p
. Отже, 4

2


p

тобто 8p . Рівняння цієї параболи має вигляд (10.26), так як абсциса 

директриси від’ємна. Підставивши в це рівняння значення параметра р, 

отримаємо xy 16
2
 .  

 

2. Дослідження форми параболи 

Визначимо форму параболи за її канонічним рівнянням. 

 

Рис. 1 
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Парабола (1) має форму, зображену на рис. 2, а. Вісь Ох називається віссю 

симетрії параболи. Точка  0;0O  перетину параболи з віссю симетрії 

називається вершиною параболи. Відрізок FM  називається фокальним 

радіусом точки М. 

 

Зауваження. Парабола, яка задається рівнянням виду (20), має вершину в 

початку координат, вісь симетрії – вісь абсцис і гілки, напрямлені вправо. 

Фокус цієї параболи знаходиться в точці 







0;

2

p
F . 

Рівняння параболи з вершиною в початку координат, віссю симетрії якої 

є вісь абсцис і гілки напрямлені вліво (рис. 2, б), має вигляд 

pxy 2
2

    (2) 

Рівняння її директриси 
2

p
x  , а фокус знаходиться в точці 








 0;

2

p
F . 

Якщо парабола має вершину в початку координат, вісь симетрії – вісь 

ординат, гілки напрямлені вгору і директрису з рівнянням 
2

p
y   і фокус в 

точці 








2
;0

p
F  (рис. 2, в), то її рівняння виглядає 

pyx 2
2
 .    (3) 

Якщо ж парабола має вершину в початку координат, вісь симетрії – вісь 

ординат, директрису з рівнянням 
2

p
y  , а гілки напрямлені вниз і фокус в 

точці 









2
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p
F  (рис. 2, г), то її рівняння 

pyx 2
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 .      (4) 
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Приклад 2. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку координат, 

якщо її фокус знаходиться в точці  0;3F . 

 Фокус параболи лежить на додатній напівосі Ох, значить, рівняння 

параболи має вигляд (1). Так як координати фокуса 







0;

2

p
М, то 6p . 

Підставивши значення параметра в рівняння (1), отримаємо xy 12
2
 .  

 

Приклад 3. Знайти координати фокуса параболи з вершиною в початку 

координат, якщо рівняння директриси 3y . 

 Відстань від початку координат до директриси за означенням параболи 

дорівнює відстані від початку координат до фокуса, тобто 
2

p
. З рівняння 

директриси випливає, що 3
2


p
, отже цій директрисі відповідає парабола 

pyx 2
2

 , фокус якої знаходиться в точці  3;0  .  

 

Рівняння параболи зі зміщеною вершиною в точці  baO ; , віссю симетрії, 

паралельною осі абсцис, і гілками, напрямленими вправо, має вигляд 

   axpby  2
2 .    (5) 

Зауваження. Для кожного іншого способу розміщення параболи можна 

скласти відповідне рівняння параболи із зміщеною вершиною. 

 

Приклад 4. Скласти рівняння параболи з вершиною в точці  2;4O  і 

фокусом в точці  6;4F . 

 Так як абсциси вершини і фокуса однакові, то ці точки даної параболи 

лежать на прямій, паралельній осі Оу, яка є віссю параболи. Так як ордината 

фокуса більше за ординату вершини, то гілки параболи напрямлені вгору, 

отже, якби вершина параболи знаходилась у центрі координат), але так як 

вершина зміщена, то рівняння такої параболи матиме вигляд    bypax  2
2 . 

Відстань фокуса від вершини дорівнює 426
2


p

, тобто 8p . Замінивши в 

останньому рівнянні а і b координатами точки O  і р – його значенням, 

отримаємо    2824
2

 yx   

 

Приклад.5. Яку лінію визначає рівняння: 

1) ; 

2) ? 

0436894
22

 yxyx

0443629
22

 yxyx



 1) Перетворимо дане рівняння наступним чином , 

,  . 

Виконаємо паралельне перенесення координатних осей, взявши за новий 

початок координат точку . Використаємо формули , . 

Відносно нових осей рівняння кривої матиме вигляд  або 

. Отже, задана крива є еліпс. 

2) Перетворимо дане рівняння так: , тоді 

, отже, . Виконаємо паралельне 

перенесення координатних осей, взявши за новий початок координат точку 

. Формули мають вигляд , . Після перетворення 

координат отримаємо рівняння  або . Отже, задана крива – 

гіпербола.  

 

 

 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ 

1. Що називається алгебраїчною лінією другого порядку ? Перелічіть 

відомі лінії другого порядку. Яку іншу назву носять лінії другого порядку? 

Чому? 

2. Дайте визначення кола і виведіть його канонічне рівняння. Запишіть 

рівняння кола з центром в різних точках. 

3. Що називається еліпсом? Виведіть його канонічне рівняння. Яку форму 

має еліпс? Запишіть властивості його рівняння та алгоритм побудови. 

4. Яка множина точок називається гіперболою? Виведіть її канонічне 

рівняння. Перелічіть властивості гіперболи та побудуйте її. 

5. Що можна вважати асимптотою? Запишіть рівняння асимптот 

гіперболи. 

6. Які гіперболи є спряженими, рівносторонніми. Запишіть рівняння 

таких гіпербол та їхніх асимптот. 

7. Дайте означення і запишіть формули ексцентриситету, директрис 

еліпса та гіперболи. Сформулюйте директоріальну властивість цих фігур. 

Яким чином ексцентриситет характеризує форму еліпса та гіперболи? 

8. Що називається параболою? Виведіть її канонічне рівняння та 

побудуйте. 

    44924
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    444491124
22

 yyxx     36442914
22
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22
 yx
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22

 yyxx
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22

 yx     9291
22
 yx

 2;1O 1 xx 2 yy
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22
 yx 1

9

2
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9. Які існують інші рівняння параболи; від чого залежить форма їхнього 

запису? 

 

 ВПРАВИ 

1. Побудувати коло: 

1)     2532
22
 yx ; 2)     913

22
 yx ; 3)   41

22
 yx ; 4)   165

22
 yx . 

2. Скласти рівняння кола, якщо 

1) коло має центр в точці  3;21 O  і проходить через точку  1;5M ; 

2) кінці одного з діаметрів кола мають координати  9;3  і  3;7 ; 

3) діаметром кола є відрізок прямої 01234  yx , що міститься між осями 

координат; 

4) коло дотикається до осі абсцис в точці  0;21M  і проходить через точку 

 3;12 M ; 

5) коло проходить через точки      2;2,1;1,2;0 321 MMM ; 

6) коло проходить через точки      1;1,2;0,3;1 321  MMM . 

3. Знайти координати центра і радіус кола: 

1) 013106
22

 yxyx ; 2) 01312
22

 yyx ; 3) 095544299
22

 yxyx . 

4. Знайти відстань між центрами кіл і скласти рівняння прямої, що 

проходить через центри: 

1) 16
22
 yx  і 01112

22
 xyx ; 2) 0124

22
 xyx  і 06

22
 yyx . 

5. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо 

1) дано вершини  3;0 ,  3;0   і відстань між фокусами, що дорівнює 8; 

2) еліпс проходить через точки  6;321M  і  0;62M ; 

3) напівосі еліпса дорівнюють 7 і 9; 

4) більша вісь дорівнює 8, а відстань між фокусами – 6; 

5) відстань між фокусами дорівнює 6, а ексцентриситет – 0,6; 

6) мала вісь дорівнює 10, а 
13

12
 . 



6. Знайти довжини осей, координати фокусів, ексцентриситет еліпса та 

побудувати його: 

1) 4259
22
 yx ; 2) 4002516

22
 yx ; 3) 322

22
 yx ; 4) 164

22
 yx . 

7. Еліпс з фокусами на вісі абсцис, симетричними відносно початку 

координат, проходить через точку  22;2M . Мала його вісь дорівнює 6. 

Скласти рівняння еліпса. 

8. Скласти канонічне рівняння гіперболи з фокусами на вісі абсцис, 

якщо: 

1) 5,12  ba ; 

2) 62,102  ac ; 

3) 25,1,162  a ; 

4) 62,5,1  c ; 

5) проходить через точки  ,7;6
1

M  4;262M ; 

6) 2102 c , рівняння асимптот xy 75,0 ; 

7) проходить через точки    1;6,22;8 21  MM ; 

8)  0;3F , рівняння асимптот xy 2 ; 

9) проходить через точки    15;10,3;4 21  MM ; 

10)   2,0;22  F ; 

11) 122 b , рівняння асимптот xy
3

5
 ; 

12) 
5

53
,82  b . 

9. Знайти довжини осей, координати фокусів, ексцентриситет, рівняння 

асимптот гіперболи та побудувати її: 

1) 23046436
22
 yx ; 2) 4002516

22
 yx ; 3) 6002524

22
 yx ; 4) 14449

22
 yx . 

10. Фокуси гіперболи співпадають з фокусами еліпса* 225259
22
 yx . 

Скласти рівняння цієї гіперболи, якщо її ексцентриситет дорівнює 2. 

11. Скласти канонічне рівняння рівносторонньої гіперболи, фокуси якої 

співпадають з фокусами гіперболи: 

                                                           
 



1) 6035
22
 yx ; 2) 8054

22
 yx ; 3) 6002524

22
 yx ; 4) 369

22
 yx . 

12. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку координат, якщо: 

1) парабола розташована справа від осі Оу і 5p ; 

2) парабола розташована справа від осі Оу і проходить через точку  6;3 M ; 

3) парабола розташована нижче осі Ох і 3p ; 

4) парабола розташована вище осі Ох і проходить через точку  2;5M ; 

5) фокус параболи має координати  0;2F ; 

6) директриса параболи задана рівнянням 052 y . 

13. Визначити координати фокуса, скласти рівняння директриси та 

побудувати кожну з парабол: 

1) xy 24
2
 ; 2) xy 12

2
 ; 3) yx 4

2
 ; 4) yx 32

2
 . 

14. Скласти рівняння параболи, знаючи рівняння директриси і 

координати фокуса або вершини: 

1)   05,2;4  yF ; 2)   04,2;2 yF ; 3)   03,2;1  xF ; 4)   01,2;2  xF ; 

5)   02,4;2  yO ; 6)   02,1;4  yO ; 7)   04,2;3  xO ; 8) 

  04,2;2  xO . 

15. Дано точку 








2

11
;

2

9
M . За нові координатні вісі взято прямі 

052:1  yxO  і 012:1  xyO . Знайти координати точки М в новій системі 

координат. 

16. Дано точку  52;54M . За нову вісь абсцис взято пряму xy 2 , а за 

нову вісь ординат  – пряму xy 5,0 , причому нові вісі координат утворюють 

з відповідними старими координатними осями гострі кути. Знайти координати 

точки М в новій системі координат. 

17. Звести до канонічного вигляду рівняння парабол: 

1) 2
24 xxy  ; 2) 22

2
 xxy ; 3) yyx 

2
4 ; 4) 54

2
 yyx . 

18. Встановити, які криві визначаються наступними рівняннями, та 

зобразити їх схематично: 

1) 02324363636
22

 yxyx ; 2) 08844
22

 yxyx ; 3) 03242
2

 yxx

; 



4) 035950322516
22

 yxyx

; 

5) 0584
22

 yyx ; 6) 086
2

 xx ; 

7) 01
3

2

9

1

4

1 22
 yxyx ; 8) 0106

22
 xyx ; 9) 052

2
 xx . 

19. Показати, що рівняння визначають криві, які розпадаються на дві 

прямі, та знайти рівняння цих прямих: 

1) 02516249
22

 yxyx ; 2) 011025
22

 yxyx ; 

3) 01222
22

 yxyxyx ; 4) 0129188
22

 xyxyx . 

20. Звести до канонічного вигляду рівняння: 

1) 011261286
2

 yxyxy ; 2) 0139184212414
22

 yxyxyx ; 

3) 0256102
22

 yxyxyx ; 4) 0501102016249
22

 yxyxyx . 

 

ПРАКТИЧНА РОБОТА 

Канонічне рівняння еліпса, гіперболи та параболи  

1. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо 

1) дано вершини  3;0 ,  3;0   і відстань між фокусами, що дорівнює 8; 

2) еліпс проходить через точки  6;321M  і  0;62M ; 

3) напівосі еліпса дорівнюють 7 і 9; 

4) більша вісь дорівнює 8, а відстань між фокусами – 6; 

5) відстань між фокусами дорівнює 6, а ексцентриситет – 0,6; 

6) мала вісь дорівнює 10, а 
13

12
 . 

2. Знайти довжини осей, координати фокусів, ексцентриситет еліпса та 

побудувати його: 

1) 4259
22
 yx ; 2) 4002516

22
 yx ; 3) 322

22
 yx ; 4) 164

22
 yx . 

3. Еліпс з фокусами на вісі абсцис, симетричними відносно початку 

координат, проходить через точку  22;2M . Мала його вісь дорівнює 6. 

Скласти рівняння еліпса. 

4. Скласти канонічне рівняння гіперболи з фокусами на вісі абсцис, 

якщо: 

1) 5,12  ba ; 

2) 62,102  ac ; 



3) 25,1,162  a ; 

4) 62,5,1  c ; 

5) проходить через точки  ,7;6
1

M  4;262M ; 

6) 2102 c , рівняння асимптот xy 75,0 ; 

7) проходить через точки    1;6,22;8 21  MM ; 

8)  0;3F , рівняння асимптот xy 2 ; 

9) проходить через точки    15;10,3;4 21  MM ; 

10)   2,0;22  F ; 

11) 122 b , рівняння асимптот xy
3

5
 ; 

12) 
5

53
,82  b . 

5. Знайти довжини осей, координати фокусів, ексцентриситет, рівняння 

асимптот гіперболи та побудувати її: 

1) 23046436
22
 yx ; 2) 4002516

22
 yx ; 3) 6002524

22
 yx ; 4) 14449

22
 yx . 

6. Скласти рівняння параболи з вершиною в початку координат, якщо: 

1) парабола розташована справа від осі Оу і 5p ; 

2) парабола розташована справа від осі Оу і проходить через точку  6;3 M ; 

3) парабола розташована нижче осі Ох і 3p ; 

4) парабола розташована вище осі Ох і проходить через точку  2;5M ; 

5) фокус параболи має координати  0;2F ; 

6) директриса параболи задана рівнянням 052 y . 

7. Визначити координати фокуса, скласти рівняння директриси та 

побудувати кожну з парабол: 

1) xy 24
2
 ; 2) xy 12

2
 ; 3) yx 4

2
 ; 4) yx 32

2
 . 

8. Скласти рівняння параболи, знаючи рівняння директриси і координати 

фокуса або вершини: 

1)   05,2;4  yF ; 2)   04,2;2 yF ; 3)   03,2;1  xF ; 4)   01,2;2  xF ; 



5)   02,4;2  yO ; 6)   02,1;4  yO ; 7)   04,2;3  xO ; 8) 

  04,2;2  xO . 

9. Дано точку 








2

11
;

2

9
M . За нові координатні вісі взято прямі 

052:1  yxO  і 012:1  xyO . Знайти координати точки М в новій системі 

координат. 

10. Звести до канонічного вигляду рівняння парабол: 

1) 2
24 xxy  ; 2) 22

2
 xxy ; 3) yyx 

2
4 ; 4) 54

2
 yyx . 

11. Встановити, які криві визначаються наступними рівняннями, та 

зобразити їх схематично: 

1) 02324363636
22

 yxyx ; 2) 08844
22

 yxyx ; 3) 03242
2

 yxx

; 

 

4) 035950322516
22

 yxyx

; 

5) 0584
22

 yyx ; 6) 086
2

 xx ; 

 

 

 


